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概 要

本論文は，文字列の繰り返し構造に関する理解を

深めることを目的に，文字列の繰り返し構造からの

文字列推測問題を提案し，その問題の時間計算量お

よび，アルファベットサイズ依存性について考察す

る．まず，アルファベットサイズの制約がないとき

や，出力がバイナリであるときに，高速に文字列推

測ができることを示す．その一方で，アルファベッ

トサイズが 4以上のときや，最小アルファベットサ
イズを求める問題は NP困難であることを示す．

1 はじめに

1.1 文字列の繰り返し構造

繰り返し構造とは文字列におけるもっとも基本的

な性質の一つであり，文字列処理アルゴリズムやゲ

ノム情報学の分野で数多くの応用研究がある．中で

も，周期性が延長不可能な部分文字列を連とよび，数

多くの研究がなされている．

最近では組み合わせ学の観点から，連の最大数に

関する研究が積極的に行われている．これまでの解

析のなかで，長さ nの文字列に含まれる連の最大数

ρ(n)の値として，次の上限 [3]，下限 [8, 9]が知られ
ている．

0.944575 <
ρ(n)
n

< 1.029

連の最大数について研究は進んでいるが，全容解明

には至っておらず，繰り返し構造の本質的理解が求

められている．なかでも [3]では，文字列に含まれる
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連のパターンを網羅的に生成し，解があるかどうか

を大規模計算機によって検算することにより，もっと

もよい上限を与えている．その中では，繰り返し構

造に関する組み合わせ的性質を活用することで，探

索の効率化がなされている．

本論文では文字列中の連の集合が与えられたとき，

文字列にどのような制約が加わるかに興味をもち，

文字列の繰り返し構造に関する情報から，文字列を

推測する問題を定式化し，その計算量を解析する．

1.2 文字列推測問題

文字列推測問題とは，ある文字列に関するデータ

構造が与えられたとき，そのデータ構造を満たすよ

うな文字列を推測せよという問題である．データ構

造の構築に関する逆操作に相当することから，逆問

題ともよばれる．このような逆問題を考える意義の

一つとして，必要十分条件 (if-and-only-if)を明確に
することにより，そのデータ構造を完全に特徴付ら

れることがあげられる．また，応用として，あるデー

タベースの索引を構築したときに，正しく索引が構

築できたかどうかを検査することにも役立つ．

これまで，いくつかのデータ構造に対する逆問題

についての研究がなされている．グラフについては，

坂内ら [1]が DASGや DAWGから文字列を線形時
間で推測するアルゴリズムを提案している．配列に

関する研究として，Franekら [5]は，ボーダー配列
の逆問題を線形時間で解くアルゴリズムを提案して

いる．ボーダー配列とは，文字列照合におけるKMP
アルゴリズムの失敗関数の遷移先を表現する配列と

してよく知られている．Duvalら [4]は，同様の問題
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に対して，整数アルファベットに対してオンライン

の線形時間アルゴリズムを提案している．坂内ら [1]
は，接尾辞配列の逆問題を解く線形時間アルゴリズ

ムを提案している．また，Crochemoreら [2]は，文
字列照合における BMアルゴリズムに用いられる，
接頭辞配列の逆問題を線形時間で解くアルゴリズム

を提案している．

1.3 本論文の成果

本論文では，文字列の繰り返し構造が与えられた

とき，元の文字列を推測する問題について，時間計

算量やアルファベットサイズ依存性について考察す

る．構成は以下の通りである．

4章ではアルファベットサイズを制約しない問題
について，O(n2)時間で解けることを示す．また 5
章ではバイナリアルファベットについて，連の逆問

題が O(n log n)で解けることを示す．
6章では，この問題の困難性を示すために，グラ

フの点彩色問題から，連の逆問題に多項式時間帰着

を示す．これにより，最小アルファベットサイズを

求める問題が NP困難であること，およびアルファ
ベットサイズが 4以上について，判定問題が NP完
全であることが導かれる．

2 準備

2.1 文字列

自然数の集合をN とかく．文字の有限集合をアル
ファベットとよぶ．Σ = {1, 2, . . . }とし，特にΣk =
{1, 2, . . . , k}とする．アルファベットΣに対して，Σ∗

の要素を文字列という．文字列 wの長さを |w|と表
す．文字列 w = XY Z について, X, Y および Z を

それぞれ，w の接頭辞, 部分文字列, 接尾辞と呼ぶ．
1 ≤ i ≤ |w|に対し，w の i番目の文字を w[i]と表
す．また 1 ≤ i ≤ j ≤ |w|に対し，T の i文字目から

j 文字目までの部分文字列を w[i : j]と表す．
文字列wは 1 ≤ i ≤ |w|−pについてw[i] = w[i+p]

が成り立つとき，周期 pをもつという．任意の整数

k ≥ 2として，w = uk となる uが存在しないとき，

wは素な文字列であるという．長さ nの文字列wに

ついて，次の条件を満たす 3つ組 ⟨i, j, p⟩を wに含

まれる連という．

条件 1 w[i : j]は周期 p ≤ j−i+1
2 をもつ,

条件 2a i = 1 または w[i − 1] ̸= w[i + p − 1],

条件 2b j = n または w[j + 1] ̸= w[j − p + 1],

条件 3 w[i : i + p − 1]は素な文字列である．

また，文字列 wについて，wに含まれる連の集合

をRuns(w)とかく．すなわち任意の文字列の連集合
はN 3 の部分集合で表すことができる．

定理 1 ([7]). 長さ nの文字列 wが与えられたとき，

wに含まれる連の集合 S は O(n)時間で求まる．

2.2 グラフ

G = (V, E) を無向グラフとする．すべての辺
(i, j) ∈ E について，f(i) ̸= f(j) であるような写
像 f : V → N をGの点彩色という．整数 kとして，

グラフGが k点彩色可能であるとは，k色以下の点

彩色が存在することを意味する．

問題 1. [点彩色問題]
入力: 無向グラフ G = (V, E)
出力: G に対する最小の k の点彩色 f : V →
{1, 2, . . . k}を求めよ．

問題 2. [k点彩色問題]
入力: 無向グラフ G, 整数 k

出力: Gが k点彩色可能か決定せよ．

定理 2. 問題 1は NP困難である．

定理 3 ([6]). k ≥ 3 のとき，問題 2 は NP 完全で
ある．
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3 連の情報による制約

この章では，連の情報 S ⊆ N 3が与えられた際に，

Runs(w) = S を満たす文字列 w にどのような制約

が加わるのかを考察する．

wを長さ nの文字列であるとして，連による制約

を各文字に対応する n個の点をもつグラフGで表現

することを考える．点集合 V = {1, 2, . . . , n}とし，
次の 2つの辺集合を考える．w[i] = w[j]となる点の
組 (i, j)を辺集合 Rで表し，w[i] ̸= w[j]となる点の
組 (i, j)を辺集合 R̄で表す．

ここで連の定義から，⟨i, j, p⟩ ∈ Runs(w)である
とき，条件 1より，

R ⊇ {(k, k + p) | i ≤ k ≤ j − p}

となる．また，条件 2から

R̄ ⊇ {(i − 1, i − 1 + p) | i ̸= 1},

R̄ ⊇ {(j + 1, j + 1 − p) | j ̸= n}

と表せる．さらに，連が存在しないという情報から

も制約がかかることがある．周期 1の連が存在する
区間を取り出すと，

R1 = {k | i ≤ k < j, ⟨i, j, 1⟩ ∈ S}

となるので，k ∈ R1 のとき，かつそのときに限り，

w[k] = w[k + 1]が成り立つ．すなわち，連が存在し
ないなら，別の文字が割り当たることから，

R̄ ⊇ {(k, k + 1) | k /∈ R1}

がいえる．ここで，同じ文字が割り当たる点同士を

縮約してひとつの点と見なしても，辺集合 R̄ のも

つ性質を失わないので，辺集合 R に基づいてグラ

フGを縮約できる．Gを縮約して得られたグラフを

GS = (VS , ES)とすると，連情報Sを満たすための必

要条件を表すグラフとなる．VS は集合 {1, 2, . . . , n}
を分割した {V1, V2, . . . , }からなり，ある点 Vk につ

いて {i, j} ⊆ Vk ならば，w[i] = w[j]となる．また，
ある辺 (Vx, Vy) ∈ ES について，i ∈ Vx, j ∈ Vy なら

ば，w[i] ̸= w[j]となる．すなわち，Runs(w) = Sを

満たす文字列 wはグラフGS における点彩色の解と

対応がつく．

例 1. S = {⟨1, 4, 2⟩, ⟨4, 7, 2⟩, ⟨7, 8, 1⟩} として，
Runs(w) = S を満たす文字列 w(|w| = 9) を考え
る．S を元にグラフを構成すると，

R = {(1, 3), (2, 4), (4, 6), (5, 7), (7, 8)},

R̄ = {(3, 5), (6, 8), (8, 9)}.

これを縮約したグラフ GS = (VS , ES)は，

V1 = {1, 3}, V2 = {2, 4, 6},

V3 = {5, 7, 8}, V4 = {9}.

として，

VS = {V1, V2, V3, V4}，

ES = {(V1, V3), (V2, V3), (V3, V4)}

となる．GS を図示すると図 1のようになる．

図 1: S = {⟨1, 4, 2⟩, ⟨4, 7, 2⟩, ⟨7, 8, 1⟩}を表すグラフ
GS .

ただし，連の表す情報すべてをこのグラフに表現

することはできないので，逆は成り立たない．たと

えば，条件 3で述べているように，w[i : i+p−1]が
素な文字列であることはグラフで表現できない．ま

た，周期 2以上の連が，特定の部分に存在しないと
いう情報も表現が難しい．しかしながら，多くの必

要条件を書き表すことができるので，解の候補とな
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る文字列を絞り込むことができる．これを踏まえて，

次章より連の情報からの文字列推測問題について考

察していく．

4 無限アルファベット上の

文字列推測

この章では，アルファベットサイズを限定しない

問題について考察する．

問題 3. (繰り返し構造からの文字列推測問題)
文字列に含まれる連を表す 3つ組 (始点，終点，周
期) の集合 S ⊆ N 3 と整数 n が与えられたとき，

Runs(w) = Sを満たす文字列 w ∈ Σnが存在するか

どうかを判定せよ．存在するなら，そのような wを

ひとつ出力せよ．

前章で述べたように，文字列 wが与えられた連情

報 Sを満たすとき，wに加わる制約はグラフで表現

することができる．本章では，アルファベットサイ

ズの制約がないことから，同値関係 Rに基づいて，

同じ文字が割り当たるものをまとめるだけで十分で

ある．同値関係Rを満たす文字列を TS と表記する．

例 2. 集合 S = {⟨3, 4, 1⟩, ⟨4, 8, 2⟩, ⟨1, 6, 3⟩}
に 関 す る 同 値 関 係 を 求 め る と ，R =
{(1, 4), (6, 7), (1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 7), (5, 8)} と

なる．文字列 TS = abaababa は同値関係 R を満

たす．

定理 4. 集合 S ⊆ N 3 が与えられたとき，S がある

文字列の連集合であるかどうかはO(n2)時間で判定
できる．

証明. 長さ n の文字列に含まれる連の個数は O(n)
であるから，|S| = O(|w|)となる．ゆえに，同値関
係Rの大きさはO(n2)であり，すなわち，解の候補
文字列 TS も同様の時間で求められる．この候補は

連となるためのすべての必要条件を満たしているわ

けではないので，残りの条件も満たすかどうか確か

めなければならない．そのため，TS に含まれる連集

合を求め，Runs(TS) = S かどうかを判定する．定

理 1より，Runs(TS)はO(n)時間で求まり，集合の
等価性判定はO(n log n)時間で行える．以上より, S

がある文字列の連集合であるかどうかは，O(n2)時
間で判定できる．

5 バイナリ文字列上の文字列推測

繰り返し構造からの文字列推測問題において，推

測する文字列のアルファベットサイズに関する依存

性を議論する．

問題 4. 連を表す 3つ組 (始点, 終点, 周期)の集合
S ⊆ N 3と整数n, kが与えられたとき，Runs(w) = S

かつ |w| = nを満たす文字列 w ∈ Σ∗
k が存在するか

どうかを判定せよ．存在するなら，そのような wを

ひとつ出力せよ．

まず本章では，問題がバイナリ文字列の解 (k = 2)
を持つとき，高速に文字列推測が可能であることを

示す．

定理 5. k ≤ 2について，問題 4は O(n log n)時間
で解くことができる．

証明. まず，集合Sから周期が 1であるものを取り出
す．周期 1の連に入っている区間には同じ文字を割り
当て，それ以外の場合には異なる文字を割り当てれば

よい．すなわち，R1 = {k | i ≤ k < j, ⟨i, j, 1⟩ ∈ S}
とすると，k ∈ R1 なら，w[k] = w[k + 1] であり，
k /∈ R1 なら，w[k] ̸= w[k + 1]が成り立つ．ここで，
バイナリであるときには，異なる文字が一意に定ま

るので，解の候補文字列 wは O(n)時間で見つけら
れる．候補 w が解であるかどうかを確かめるには，

定理 4の場合と同様にして，O(n log n)時間で行え
る．ゆえに，全体で O(n log n)時間で解ける．

6 アルファベットサイズ制約問題

の困難さ

この章では，連の逆問題がアルファベットサイズ

4以上のとき，NP完全となることを示す．アイデア
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としては，NP完全問題として知られている，点彩
色問題から連の逆問題へ多項式時間変換することで

証明する．

6.1 インスタンス変換

連の情報を満たすような文字列が，グラフの彩色

に対応するよう設計する．すなわち，連情報による

局所的周期性が与えられたとき，対応する文字列の

代入に発生する制約が，グラフの辺集合による彩色

に対する制約を模倣するよう設計する．

k-点彩色問題のインスタンスを ⟨G, k⟩と表す．こ
れを連の逆問題のインスタンス ⟨S, k+1, n⟩に変換
する．

まず，グラフG = (V,E)を表す文字列 g ∈ (Σ|V |∪
{$})∗ を構築する方法を示す．第一に，点集合 V を

文字列 v に変換する．V = {v1, v2, . . . , vn} とする
と，k番目の点 vk を次の文字列 uk で表す．

uk = $k(k+1)$k(k+1)$

また，v はグラフの点集合 V を表現する文字列で

ある．

v = u1u2 . . . uk

例として，図 2に 3つの点をもつ点集合を表す文字
列を示す．

次に，辺集合を文字列で表す方法を示す．1 ≤ k ≤
nなるすべての kについて，文字列 ℓk, rk を次のよ

うに定義する．

ℓk = v1v2 . . . vk−1$kk+1,

rk = kk+1$vk+1 . . . vn.

すなわち，ℓk は vの接頭辞であり, rk は vの接尾辞

となる．これを用いて，辺 (i, j)を表す文字列を ℓirj

と表す．

辺および点を表す文字列を用いて，vvℓirjvvとい

う文字列を作る．このとき，文字列には図 3のよう
な連が発生する．

このガジェットを用いてグラフG = (V, E)から文
字列 gへの変換関数 enc を次のように定義する．

g = enc(G) = Πn
k=1(akℓik

rjk
)an+1

ただし，kが奇数のとき，ak = v2 であり，kが偶数

のとき ak = v3である．すなわち，文字列 gは辺を

表す文字列と vv および vvvの組み合わせで構築さ

れる．このとき，ℓik
rjk
によって，vの代入に制約を

かけることができる．このガジェットを用いて作成

した文字列 g に含まれる連集合 S = Runs(g) を求
め, これを連の逆問題のインスタンス ⟨S, k+1, n⟩と
して変換が完了する．

6.2 帰着の正当性

次に正しく，多項式時間帰着できているどうかを

以下の 2つの主張により示す．

主張 1. あらゆるグラフG = (V, E)について，イン
スタンス変換は多項式時間で行える. 　

証明. はじめに，グラフGから文字列への変換に関

して，変換後の文字列長 |enc(G)| について評価す
る．定義より，|vk| = |$k(k+1)$k(k+1)$| = 2k + 5 で
あるので，点集合を表す文字列 v の長さは，|v| =∑n

k=1 |vk| =
∑n

k=1(2k + 5) = O(n2) となる．ま
た，任意の i, j(ただし 1 ≤ i < j ≤ n) について
|ℓirj | < |v|となることと，任意のグラフG = (V,E)
について，|E| = O(|V |2)となることに注意すると，
グラフ Gを表す文字列 gの長さは，

|g| =
m∑

k=1

(|akℓik
rjk

|) + |an+1|

< m(3|v| + |v|) + 3|v|

= 4m|v| + 3|v|

= O(m|v|)

= O(n4)

となり，変換後の文字列長は与えられたグラフの点

の数に対して，多項式サイズで収まる，次に，文字

列 gに含まれる連を取り出すためには，定理 1より,
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図 2: 3つの点をもつ点集合を表す文字列.

図 3: 辺 (i, j)を表す文字列．

O(g) = O(|V |4)時間で求められる．以上よりインス
タンス変換は多項式時間で処理できる．

主張 2. 変換後のインスタンス ⟨S, k+1, n⟩に解があ
るとき，かつそのときに限り，グラフの k点彩色問

題 ⟨G, k⟩に解が存在する．

証明. (sketch)
与えられた連集合 Sに関する代入制約を表現するグ

ラフ GS を構築する．このグラフ GS から，1 ∈ Vk

となる点 Vk および，Vk につながるすべての辺を取

り除くと，彩色問題の入力Gと等しくなる．すなわ

ち，Gが k点彩色可能であるとき，連の逆問題のイ

ンスタンス ⟨S, k+1, n⟩に解が存在する．

上記の主張 1, 2より以下の定理が導かれる．

定理 6. グラフの k点彩色問題は，アルファベット

Σk+1 上の連の逆問題に多項式時間で帰着できる．

定理 6と，グラフの点彩色問題のNP完全性から，
以下の系が導ける．

系 1. 連の集合 S と文字列長 nが与えられたとき，

Runs(w) = S, |w| = nを満たすような文字列の中

で，アルファベットサイズが最小となるものを見つ

け出す問題は NP困難である．

系 2. k ≥ 4について，問題 4は NP完全である．

7 まとめと今後の課題

本論文では，与えられた連集合を満たす文字列を

推測する問題を定式化し，時間計算量やアルファベッ

トサイズ依存性を解析した．結果として，アルファ

ベットサイズを制約しない場合にはO(n2)時間で判
定できることを示した，その一方で，最小アルファ

ベットサイズを求める問題は NP困難であることを
示した．またアルファベットサイズ kを制約した問

題を考え，k ≤ 2のとき，O(n log n)時間で判定可
能で，k ≥ 4のとき，NP完全であることを示した．
今後の課題は，k = 3の問題を多項式時間で解ける
かを解明することである．
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