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1 はじめに
計算学習理論は，人間の高度な知的行動である学習を

数学的に定式化し，その性質を解明することを目的とし
た研究領域である．これまでに，帰納推論，PAC学習，
質問学習などの学習モデルを用いて様々に研究が行わ
れている．一方で，学習と表裏一体をなす教示に関して
も，様々な教示モデルを用いて盛んに研究が行われてい
る [1, 2, 3, 4, 5]．これらの研究では教示に必要な例数を
複雑さの指標にしているが，本研究では例数が制限され
た状況を考えたい．
例数制限のある状況を議論することは，教示の理論を

現実世界に近づけることに他ならない．実際，人に何か
を教えるとき，時間（例数）が制限されている方が一般
的である．例えば，学校の教師は授業時間内に，すべて
の学生に授業内容を理解させる必要がある．就職面接で
の自己アピールや，研究成果のプレゼンテーションなど
も時間が制限された状況の好例である．その他にも，ロ
ボットとの対話式の学習などは，コストの問題により試
行回数が制限される場合が多い．本論文で提案する教示
モデルは，これらの現実世界の状況をモデル化したもの
である．

2 準備
X を入力空間とする．X = X × {0, 1}を例集合とす

る．C ⊆ 2X を概念クラスと呼び，c ∈ C を概念と呼ぶ．
ここで，X (c) := {(x, b) ∈ X | x ∈ c ⇔ b = 1} とする．
例 (x, b) ∈ X は，(x, b) ∈ X (c)であるとき，かつそのと
きに限り，cと無矛盾であるという．例集合 S ⊆ X と無
矛盾な概念クラス C 中の概念の集合を CONS(S,C) :=

{c ∈ C | S ⊆ X (c)}と表す．
2つの概念 c1, c2 ∈ Cの対称差を c1∆c2で表す．すなわ

ち，c1∆c2 := (c1−c2)∪(c2−c1)．2つの概念 c1と c2の
分布Dに関する誤差は，dD(c1, c2) :=

∑
x∈c1∆c2

PrD(x)

で表される．本論文では，X が有限で，確率分布Dは
一様分布と仮定するため，Dを省略し，d(c1, c2)と書く．
すなわち，d(c1, c2) := |c1∆c2|/|X|．
例集合 S が C に関する c の教示集合であるとは，

S と無矛盾な C 中の概念が c だけであるとき，す
なわち CONS(S, C) = {c} のときをいう．C におけ
る c に対するすべての教示集合の族を TS(c, C) :=

{S ⊆ X | CONS(S, C) = {c}}と表す．C に関する概念 c

の教示次元 TD(c, C)を，最小の教示集合の大きさで定義
する．すなわち，TD(c, C) := min {|S| | S ∈ TS(c, C)}.
概念クラス C の教示次元 TD(C) := maxc∈C TD(c, C)

は，C 中の概念の最大の教示次元で定義される．C
に関する c の最小の教示集合の族を MinTS(c, C) :=

{S ∈ TS(c, S) | |S| = TD(c, C)}と書く．

3 例数制限付き教示モデル
我々のモデルでは，教師が学習者に与えることのでき

る例数が制限されているため，学習者に目標概念を特定
させることができない場合がある．そこで，目標概念と
の誤差を教示の複雑さの指標にすることを考える．この
とき，元々の教示モデルと同様に最悪時の学習者を想定
し，次のように定式化する．

定義 1 (教示誤差). Cを概念クラス，c ∈ Cを目標概念と
する．任意の例集合 S ⊆ X について，S による C につ
いての cの教示誤差を次式で定義する．

TE(c, C, S) :=

 max
c′∈CONS(S,C)

d(c, c′) (CONS(S, C) ̸= ∅),

1 (otherwise)

例数が kに制限された状況において，ある概念の教示
の複雑さを，k以下の例で達成しうる最小の教示誤差で
表す．我々はこれを最適教示誤差と呼び，次のように定
義する．

定義 2 (最適教示誤差). Cを概念クラス，c ∈ Cを目標概
念とする．高々k個の例による Cについての cの最適教
示誤差を次式で定義する．

OptTEk(c, C) := min
S⊆X :|S|≤k

TE(c, C, S)

また，高々k個の例による Cの最適教示誤差を次式で定
義する．

OptTEk(C) := max
c∈C

OptTEk(c, C)

概念 c ∈ C について，最適教示誤差となる大きさ
k 以下の例集合を k-最適教示集合と呼び，その族を
OptTSk(c, C) := {S ⊆ X | |S| ≤ k, TE(c, C, S) =

OptTEk(c, C)}とする．
最適教示誤差は，0から 1の値をとり，小さいほどよ

い．例数制限 k が k ≥ TD(c, C)のとき，適当な例集合
S′ ∈ MinTS(c, C)により目標概念を一意に特定できるの
で常にOptTEk(c, C) = 0である．したがって，本研究で
は k < TD(c, C)のときに焦点を絞る．
次の 2つの定理は，このモデルの重要な性質を示す．
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表 1 既存の結果と本研究の結果 (†)．
C M+

n M′
n Mn

TD(C) n n+ 1 2n

教示可能性 可能 可能 不可能

OptTEk(C)†
2n−k − 1

2n
2n−k+1 − 1

2n


2n−k+1 − 1

2n
(k ≤ 2)

2n−k+1

2n
(2 < k ≤ n)

1

2n
(n < k)

最適漸増教示可能性 † 可能 不可能 不可能

定理 3. 次式を満たす概念クラス C，目標概念 c ∈ C，整
数 k > 0が存在する．

∀S1 ∈ OptTSk(c, C), ∀S2 ∈ MinTS(c, C), S1 * S2.

定理 4. 次式を満たす概念クラス C，目標概念 c ∈ C，整
数 k > 0が存在する．

∀S ∈ OptTSk(c, C), c /∈ CONS(S, C).

定理 3と定理 4は，我々のモデルにおける最適な教示
戦略が通常とは異なりうることを意味している．例の個
数が制限されている環境で最大の教示効果を得るために
は，一般には例数制限 kに依存した教示戦略を考える必
要がある．
ある概念クラスについて，例数制限 kに依存しない教

示戦略で常に最適に教示できるとき，その概念クラスは
いくらか教示が簡単といえる．我々はこれを最適漸増教
示可能性として次のように定義する．
定義 5 (最適漸増教示可能性). Cを概念クラス，c ∈ Cを
目標概念とする．K := TD(c, C)とする．次式を満たす
例リスト ⟨z1, z2, · · · , zK⟩が存在するとき，Cについて c

は最適漸増教示可能であるという．

∀k ∈ [1,K], {z1, · · · , zk} ∈ OptTSk(c, C),

C の任意の概念 c ∈ C が最適漸増教示可能であるとき，
C は最適漸増教示可能であるという．

4 単項式概念クラスの教示複雑さ
n変数 v1, · · · , vn 上の単項式とは，リテラル vi, vi の

いくつかの積で表されるブール式をいう．入力空間を
Xn = {0, 1}nとし，ブール式を充足する代入の集合とし
て表される概念を考える．n変数の単項式によって表さ
れる概念クラスをMn で表す．vi ∧ vi のように同じ変
数の正負のリテラルを含む単項式が表す概念は空集合と
なるが，これを以後，空概念と呼び ce と表す．Mn か
ら空概念を除いた概念クラスをM′

n と表す．すなわち，
M′

n := Mn − {ce}．正のリテラルのみからなる単項式
を単調単項式と呼び，n変数の単調単項式によって表さ
れる概念クラスをM+

n で表す．M+
n ⊂ M′

n ⊂ Mn で
ある．
表 1にM+

n，M′
n，Mnの最適教示誤差と最適漸増教

示可能性の結果を示す．最適教示誤差については，例数
制限 kに関係なく教示次元が大きくなるほど最適教示誤

差も大きくなっており，教示次元と同様の傾向が見られ
た．しかし，最適漸増教示可能性については (多項式時
間)教示可能性とは異なる結果が得られた．ここで，入
力空間Xn := {0, 1}nのすべての部分集合からなる概念
クラス Dn := 2Xn を考える．明らかに Dn は教示可能
ではないが，最適漸増教示可能である．したがって，最
適漸増教示可能な概念クラスの族と教示可能な概念クラ
スの族は比較不可能である．
次の定理は，空概念 ce ∈ Mn を最適に教示するため

に，教師は矛盾した例を学習者に与えなければならない
ことを意味する．
定理 6. 任意の整数 k ∈ [5, 2n−1 − 1]について次式が成
り立つ．

∀S ∈ OptTSk(ce,Mn), ce /∈ CONS(S,Mn).

5 まとめ
本研究では，例数制限付き教示の複雑さを定式化し，

3つの概念クラス (単調単項式，空概念を除く単項式，単
項式)についての解析を行った．得られた結果は，時間
が限られている状況で物事を説明するときに，なるべく
説明を簡略化し，場合によっては多少の嘘を交えたほう
が相手に趣旨が伝わりやすいという経験則とよく合致し
ている．
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